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Выделен класс антагонистических игр, обладающих свойствами кососимметричной матрич-
ной игры. При определенных условиях бескоалиционная игра многих лиц оказывается эк-
вивалентной игре из этого класса. Если игра многих лиц конечна, то функция выигрышей 
эквивалентной антагонистической игры билинейна и кососимметрична.
Ключевые слова: антагонистическая игра, кососимметричная матрица, бескоалиционная 
игра многих лиц.

1. Рассмотрим вещественную функцию Φ = Φ(u, v) двух векторных аргументов u, v, заданную 
на прямом произведении G × G, где G – выпуклый компакт некоторого евклидова пространства. 
Введем антагонистическую игру Γ(Φ, G), в которой оба игрока имеют одинаковые множества 
стратегий G, а функцией выигрышей первого игрока является Φ(u, v).

Будем говорить, что функция Φ(u, v) удовлетворяет условию Q1, если Φ вогнута на G по u 
при любом фиксированном v ! G, выпукла на G по v при любом фиксированном u ! G, непре-
рывна на G × G и, кроме того,

 ( , ) .u u u G0 6 !U =  (1)

Если Φ является билинейной функцией, определяемой квадратной матрицей A, а 
{ ( , ..., ) : },G u u u u0 1n ii

n
1 1

$= = =
=/  то игра Γ(Φ, G) превращается в матричную игру в смешан-

ных стратегиях, задаваемую матрицей A.
Легко доказать, что условие Q1 в данном случае эквивалентно требованию кососимметрично-

сти матрицы A. Таким образом, при соблюдении условия Q1 игра Γ(Φ, G) является обобщением 
кососимметричной матричной игры. Как известно, матричная игра, определяемая кососиммет-
ричной матрицей, обладает следующими свойствами: ее цена равна 0, а множества оптимальных 
стратегий обоих игроков одинаковы. Как будет установлено ниже, для любой антагонистической 
игры Γ(Φ, G), в которой функция выигрышей удовлетворяет условию Q1, оба эти свойства со-
храняются.

Что касается первого свойства (нулевая цена игры), то соответствующее обоснование оче-
видно. Действительно, в силу (1)

v v( , ) ≥ 0 ,max u G
u G

6 !U
!

v( , ) ≤ ,min u u G0
v G

6 !U
!

откуда следует, что цена игры Γ(Φ, G) равна нулю. Обоснование второго свойства потребует 
существенно больших усилий.

Обозначим U* и V * множества оптимальных стратегий первого и второго игроков игры 
Γ(Φ, G).

Лемма 1. Если функция Φ удовлетворяет условию Q1, а множество G совпадает с отрезком 
[0, 1], то
 U* = V *. (2)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть v* – произвольный элемент множества V *. Учитывая, что цена 
игры Γ(Φ, G) равна нулю, имеем

 * * *v v v( , ) 0 ( , ) .max u
[ , ]u 0 1

U U= =
!

 (3)
Покажем, что

 v* ! U*. (4)
Доказательство проведем методом “от противного”. Если *v ,U *g  то *v v( , ) 0,min <v [0,1]U!  

т.е. найдется такая точка v [0,1],!r  для которой

 *v v( , ) 0.<U r  (5)
Выберем произвольную точку u* ! U *. Для определенности условимся считать u* < v* (дру-

гая возможность анализируется аналогично). Из того, что * *v( , ) 0,uU =  имеет место (3) и функ-
ция Φ вогнута по первому аргументу, вытекает

 * **v v( , ) 0 [ , ] .u u u6 !U =  (6)

Поскольку * *v v( , ) 0, ( , ) ( , ) ,min u u u u 0v [ , ]
* * *

0 1 U U U= ==!  а функция Φ выпукла по второму 
аргументу, имеет место

 * **v v v( , ) 0 [ , ] .u u6 !U =  (7)
Таким образом, согласно (1), (6) и (7) функция Φ равна нулю на границе треугольника 

* *v v v v{( , ): [ , ], [ , ]}.u u u u*! !D =  Отсюда с учетом вогнутости (выпуклости) Φ по u(v) по-
лучаем, что

 v v( , ) 0 ( , ) .u u6 !U D=  (8)
Соотношение (8) с учетом выпуклости функции Φ по v приводит к равенству

 v( , ) 0,min u
v [0,1]

U =
!

 (9)

которое имеет место для всех u ! [u*, v*). Из (9) и непрерывности функции Φ следует неравен-
ство *v v( , ) ≥ 0,U r  которое входит в противоречие с (5). Следовательно, v* ! U*. Тем самым уста-
новлено включение V* 1 U*. Обоснование противоположного включения может быть проведено 
аналогично.

Теорема 1. Если функция Φ удовлетворяет условию Q1, а G – выпуклый компакт, то цена 
игры Γ(Φ, G) равна нулю и имеет место соотношение (2).

Д о к а з а т е л ь с т в о. То, что цена игры Γ(Φ, G) равна нулю, доказано ранее. Убедимся в 
верности включения

 V* 1 U*. (10)
Зафиксируем произвольную оптимальную стратегию v* второго игрока игры Γ(Φ, G). В та-

ком случае

 *v( , ) 0.max u
u G

U =
!

 (11)
Если будет установлено, что

 *v v( , ) 0,min
v G

U =
!

 (12)

то тем самым будет доказана верность включения (10).
Зафиксируем произвольную точку v ! G. Убедимся в справедливости неравенства

 Ф(v*, v) ≥ 0. (13)
Для этого введем антагонистическую игру ( , ),G1 1 1C C U=  где G1 = [0, 1], 

* *v v v v( , ) ( (1 – ) , (1 – ) ).1 a b a a b bU U= + +  Согласно (11), точка b = 0 является оптимальной стра-
тегией второго игрока игры C1. Поскольку функция U1 удовлетворяет условию Q1, согласно лем-
ме 1 точка a = 0 – оптимальная стратегия первого игрока игры C1. Это означает, что ( , ) ≥0 01 bU  
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для всех b ! [0, 1], и в частности *v v(0,1) ( , ) ≥ 0,1U U=  т.е. для любого v ! G имеет место 
неравенство (13), а значит, и равенство (12).

Включение U* 1 V* устанавливается при помощи аналогичных рассуждений.
2. Любая вещественная функция U, определенная на прямом произведении двух выпуклых 

компактов G, помимо антагонистической игры Γ(Φ, G) порождает задачу P(Φ, G) определения 
такой точки равновесия u* ! G, что

 ( , ) ( , ) .maxu u u u* * *
u G

U U=
!

 (14)

Если функция Φ удовлетворяет условию Q1, то из (14) и теоремы 1 вытекает соотношение

 ,U V= =*U * *–  (15)
где *U–  – множество решений (точек равновесия) задачи P(Φ, G), а U * (V *) – множество опти-
мальных стратегий первого (второго) игрока игры Γ(Φ, G) .

Ослабим условие Q1 за счет того, что вместо (1) будем предполагать вогнутость 
функции U(u, u) на G. Ослабленный вариант условия Q1 обозначим Q2. Положим 

v v v v v( , ) ( , ) – ( , ), ( , ) .u u u G G#!U U U U= =u u

Если функция U удовлетворяет условию Q2, то, очевидно, функция Uu  удовлетворяет усло-
вию Q1. Заметим также, что, поскольку –U Uu  зависит лишь от аргумента v, множества решений 
задач P(Φ, G) и ( , )P GUu  совпадают. С учетом этих двух фактов и (15) из теоремы 1 вытекает 
следующее утверждение.

Теорема 2. Пусть функция U удовлетворяет условию Q2. В таком случае седловое множе-
ство антагонистической игры ( , )GC Uu  имеет вид U* × U*, где U* – множество решений (точек 
равновесия) задачи P(Φ, G), причем цена игры ( , )GC Uu  равна нулю.

Значение теоремы 2 состоит в том, что в соответствии с ней численный анализ задачи 
P(Φ, G) при U, удовлетворяющей условию Q2, может быть проведен при помощи методов отыс-
кания седловых точек вогнуто-выпуклой функции, определенной на прямом произведении двух 
одинаковых выпуклых компактов. Как известно, среди таких методов имеются весьма эффектив-
ные. Доказательство теоремы 2 при дополнительном предположении о липшицевости функции 
Φ содержится в (Гольштейн, 2009).

Заметим, что вогнутая непрерывная и супердифференцируемая на выпуклом компакте функ-
ция не обязана быть липшицевой. Приведем подтверждающий пример.

Пусть

{( , ): – ≤ ≤ – | | , | | ≤ },G x y y x x1 1/3 2=

( , ) ( , ),x y 0 0!
( , )

/ , ( , ) ,

( , ) ( , ) .
f x y

x y x y G

x y0 0 0

2 !
=

=
*

Нетрудно проверить, что функция f вогнута и непрерывна на выпуклом компакте G. Кроме того, 
она дифференцируема во всех точках G, отличных от (0, 0), а в точке (0, 0) супердифференци-
руема. Вместе с тем эта функция не является липшицевой в любой окрестности точки (0, 0).

Рассмотрим бескоалиционную игру R с числом игроков k ≥ 2, которая задается для каждого 
игрока множеством Xi его стратегий (предполагается, что Xi – непустой выпуклый компакт) и 
функцией выигрышей fi, определенной на прямом произведении X = X1 ×...× Xk множеств страте-
гий всех игроков, 1 ≤ i ≤ k. Обозначим X *(X * 1 X) множество точек Нэша игры R.

Условимся говорить, что игра R удовлетворяет условию S, если функция fi непрерывна, во-
гнута относительно xi ! Xi , выпукла относительно

( , ..., , , ..., ) ... ... , 1 ≤ ≤ ,x x x x x X X X X X i k– –i i i k i i k1 1 1 1 1 1 1# # # # #!= =+ +t t

а функция f fii

k

1
=

=/  суммарных выигрышей всех игроков игры R вогнута.
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Игре R сопоставим функцию v v( , ), , ,u u G GR ! !U  используя соотношение

 v v v v v v v( , ) ( , ..., , , , ..., ) – ( , ..., ),u f u f–R i
i

k

i i i k k
1

1 1 1 1U =
=

+/  (16)

где
v v v v v v v( , ..., ) ( , ..., ), ... , ( , ... ) , ( , ..., ) .f f G X X u u u G Gk ii

k
k k k k1 1 1 1 1 1# # ! != = = =

=/
Из определения (14) задачи P(U, G) и (16) функции UR следует:
1) что множество решений U* задачи P(UR, G) совпадает с множеством X* точек Нэша 

игры R;
2) функция UR удовлетворяет условию Q1, если игра R удовлетворяет условию S.
С учетом этого в качестве следствия теоремы 2 получаем следующий результат.
Теорема 3. Если бескоалиционная игра R удовлетворяет условию S, а функция UR задает-

ся соотношением (16), то седловое множество антагонистической игры C(UR, G) имеет вид 
X* × X*, где X* – множество точек Нэша игры R.

3. Рассмотрим частный случай бескоалиционной игры многих лиц, в которой каждый из 
игроков имеет конечное число стратегий. Такие игры называют конечными. Дальнейшие наши 
рассмотрения связаны с выделением подкласса конечных игр многих лиц, удовлетворяющих 
условию S и, следовательно, допускающих сведение к антагонистической игре с нулевой ценой.

Для описания конечных игр обычно используют таблицы, элементы которых нумеруются 
при помощи k индексов, где k ≥ 2 – число игроков соответствующей игры. Условимся называть 
такие таблицы k-мерными. По аналогии с матрицами (двумерными таблицами) при записи k-мер-
ной таблицы A будем пользоваться обозначением ( ) ,A a ... ...s s n nk k1 1=  где sa – индекс с номером a, 
принимающий целые значения от 1 до na, 1 ≤ a ≤ k, ,a ...s sk1  – элемент таблицы A, определяемый k 
индексами s1, ..., sk соответственно. Условимся при суммировании элементов таблицы A по t ≤ k 

индексам вместо обозначения ... a ...s ss

n

s

n

1 k111

1

= t

t

=
//  использовать более экономное обозначение 

.a ...... s ss s k11 t
/

Рассмотрим конечную игру с числом игроков k, в которой игрок i имеет ni стратегий, а его 
выигрыш задается k-мерной таблицей ( ) ,A a ...

( )
...i s s

i
n nk k1 1=  где a ...

( )
s s
i

k1  – выигрыш игрока i, если иг-
рок  a выбирает стратегию sa, 1 ≤ a ≤ k. Если расширить множества стратегий игроков смешан-
ными стратегиями, то приходим к конечной игре R в смешанных стратегиях с k участниками, в 
которой

 { ( , ..., ): , ≥ , ≤ ≤ },X x x x x x s n1 0 1i i i in is
s

n

is i i1
1

i i
i

i

i= = =
=

/  (17)

( ) , ≤ ≤ ,f x a x i k1...
( )

...
, ...,i s s

i

s s
s x1i k

k
ks

1

1 k
= /

где ( , ..., ) ... .x x x X X Xk k1 1 # #!= =
Заметим, что для конечной игры, определяемой соотношениями (17), условие S сводится 

к двум требованиям: при любом фиксированном значении вектора xi ! Xi функция fi выпукла 
относительно ( , ..., , , ..., ) , ≤ ≤ ;x x x x x X i k1–i i i k i1 1 1 != +t t  функция ( ) ( )f x f xii

k

1
=

=/  вогнута относи-
тельно x ! X.

Теорема 4. Конечная игра R, задаваемая соотношениями (17), удовлетворяет условию S в 
том и только в том случае, если соблюдаются следующие требования:

 ( ) ( , ), ... , ≤ ≤ ,f x x a x x x L L L i kb 1
, ,

i i it t
T

t t i

k

it t k
t t i

k

1
1

1

# #!= + =
! != =

/ /  (18)
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где ait – матрица с ni строками и nt столбцами, bit – nt-мерный вектор, 

{ ( , ..., ): };L x x x x 1i i i in iss

n
1 1i ii

i= = =
=/

 , ≤ ≤ .a a i t k0 1it ti
T !+ =  (19)

Доказательство теоремы 4 опирается на следующее вспомогательное утверждение.
Лемма 2. Полилинейная функция ( ) ... , ( , ..., ), ≥ ,x b x x x x x j 2...... s ss s s js j1 1jj j11 1{ = =/  является 

выпуклой (вогнутой) функцией на X = X1 ×...× Xj в том и только в том случае, если элементы 
таблицы ( )B b ... ...s s n nj j1 1=  допускают представление

 ... , ≤ ≤ , ≤ ≤b b b s n j1 1...
( ) ( )

s s s s
j1

j j1 1 a= + + a a  (20)

или, что то же самое,

 ( ) ( , ), ... ,x b x x L L Li i j
i

j

1
1

# #!{ = =
=

/  (21)

где bi – ni-мерный вектор.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Вначале убедимся в эквивалентности (20) и (21). Из представления 

(20) вытекает соотношение

( ) ( , ) ,x b x x
1≤ ≤ ,

i i ts
s

n

t ji

j

11
t

t

t

t i

{ =
==

!

f p/%/

которое приводит к (21). Если же в равенстве (21) в качестве xi выбрать единичный вектор с 
единицей на si, 1 ≤ i ≤ j, то получаем (20).

Доказательство необходимости проведем, используя индукцию по j. Рассмотрим случай 
j = 2. Тогда

 ( ) , ( , ) .x b x x x x xs s
s s

s s1 2 1 21 2

1 2

1 2{ = =/  (22)

Пусть

( , , ..., , , , ..., ), , ≥ , ≥ ,x x x x x x x0 0 0 0 1 0 01s s s1 11 1 11 1 111 1 1
= + =

( , , ..., , , , ..., ), , ≥ , ≥ .x x x x x x x0 0 0 0 1 0 02s s s2 21 2 21 2 212 2 2
= + =

Обозначим ,x z x z11 1 21 2= =  и подставим в (22) выбранные x1 и x2. Тогда с учетом ограничений на 

, , ,x x s xs s11 1 21 21 2  имеем

( , ) ( – – ) ( , ),z z z z b b b b z zs s s s1 2 1 2 11 1 1 1 21 2 2 1{ {= + +r

где ( , )z z1 2{r  – выпуклая либо вогнутая функция на квадрате {( , ): ≤ ≤ , ≤ ≤ }z z z z0 1 0 11 2 1 2D =  
(по предположению), а ( , )z z1 2{  – линейная функция плюс константа. Поскольку z1z2 не является 
ни выпуклой, ни вогнутой функцией на D, отсюда следует

 1– – , ≤ ≤ , ≤ ≤ .b b b b s n s n0 1 1s s s s11 1 1 1 2 21 2 2 1+ =  (23)

Положим , – .b b b b b( ) ( )
s s s s
1

1
2

1 111 1 2 2= =  Тогда из (23) получим искомое представление (20) для слу-
чая j = 2.

Предположив верность утверждения леммы 2 в части необходимости для – , ≥ ,j l l1 3=  до-
кажем, что оно имеет место и при j = l.
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Пусть ( , ..., ) ... , ≤ ≤ .x x b x x s n1......s l s s ss s ls2 2 1 1sl ll1 1 22 2
{ = / Если функция {(x) выпукла (вогнута) 

на X, то ( , ..., )x xls 21{  обладает тем же свойством на X2 ×...× Xl. Поэтому согласно предположению 
индукции из (21) имеем

 ( , ..., ) ( , ), ≤ ≤ .x x b x s n1s l s i i
i

l

2 1 1
2

1 1{ =
=

/  (24)

Из (24) вытекает, что

 ... .b x x b x x...
...

s s
s s

s ls s s
s si

l

s is1
2

1l
l

l i
i

i1

1

1 1

1

1=
=

/ //  (25)

Если левая часть (25) выпукла (вогнута) на X, то b x xs s ss s is1ii i1 11
/  также выпукла (вогнута) на 

X1 × Xi. Следовательно, с учетом рассмотренного ранее случая j = 2 имеем

( , ) ( , ), ≤ ≤ ,b x x b x b x i l2( )
s ss s s is

i
i i1 1 1ii i11 1 = +/

откуда согласно (25) получаем (21) при j = l и .b b ( )i
i

l
1 12

=
=/  Лемма 2 в части необходимости 

доказана.
Что касается достаточности условий (21) для выпуклости либо вогнутости функции {, 

то она очевидна, так как, согласно (21), функция {(x) является аффинной на линейном много-
образии L.

Доказательство теоремы 4.
Необходимость. Предположим, что условие S соблюдается. Зафиксируем вектор xi, положив 

,x ei si=  где e Xs ii !  – единичный вектор с единицей в позиции si, 1 ≤ si ≤ ni, 1 ≤ i ≤ k. Положим

( , ..., , , ..., ) ( , ..., , , , ..., ) .x x x x f x x e x x– –is i i k i i s i k1 1 1 1 1 1i i{ =+ +

Поскольку согласно S функция isi{  выпукла на X1 ×...× Xi–1,× Xi ×...× Xk, то по лемме 2 при любых 
, ≤ ≤ ,x L t k t i1t t !!  имеем

 ( , ..., , , , ..., ) ( , ), ≤ ≤ ,f x x e x x b x s n1–
≤ ≤ ,

i i s i k its t
t k

i i1 1 1
1

i i

t i

=+

!

/  (26)

где bitsi
 – nt-мерный вектор.

Умножая обе части равенств (26) на xisi
 и складывая результаты, получим

 ( ) ( , ..., ) , , ≤ ≤ ,f x f x x x a x x L i k1
≤ ≤ ,

i i k i it t
T

t k
1

1
t i

!= =

!

r/  (27)

где aitr  – матрица, строками которой являются векторы bitsi
 при индексе si, принимающем значения 

от 1 до ni. Общий выигрыш f fi= /  всех игроков игры R согласно (27) является суммой k(k – 1) 
функций x a xi it t

Tr  или суммой k(k – 1)/2 пар ,x a x x a xi it i
T

t ti i
Tr r  таких функций, где ≤ ≤ .i t k1 <

Положим ( ) .x a x x a x x a a x x d xi it t
T

i ti i
T

i it
T

t
T

i it t
T

ti+ = + =r r r r  Из (27) имеем

 ( ) , ( , ..., ) .f x x d x x x x L
≤ ≤

i it t
T

i t k
k

1
1

<

!= =/  (28)

Согласно условию S, функция f должна быть вогнутой на X 1 L, откуда с учетом (28) вытекает 
вогнутость билинейных функций , ( , )x d x x x X Xit t

T
i t it t#!  при 1 ≤ i < t ≤ k. Но согласно лемме 2 

это означает, что

 ( , ) ( , ), , , ≤ ≤ ≤ ,x d x b x b x x L x L i t k1i it t
T

it i it t i i t t! != +l m  (29)
где bitl  и bitm  – ni-мерный и nt-мерный векторы соответственно.
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Пусть матрица ait при i < t (i > t) есть результат добавления к каждой строке матрицы aitr  
вектора – (– ).b bit tim l  Очевидно, что

 
– ( , ),

– ( , ),

,

.
x a x

x a x b x

x a x b x

i t

i t

<

>
i it t

T i it i
T

it t

i it i
T

ti t

=
m

l

r

r
*  (30)

Из (27) и (30) следует представление (18) при
,

,

,

.
b

b

b

i t

i t

<

>it
it

ti
=

m

l
*

Заметим, что согласно (29) и (30) при i < t получаем

( ) – ( , ) – ( , ) , , ,x a a x x d x b x b x x L x L0i it ti
T

t
T

i it t
T

it t it i i i t t! !+ = =m l

откуда вытекают равенства (19) для случая i < t. Если же i > t, то эти равенства также имеют 
место, так как ( ) .a a a ait ti

T T
it
T

ti+ = +
Достаточность. Пусть требования (18) и (19) соблюдаются. В таком случае

 ( ) ( ) ( , ) ( , ), ( , ..., ) ,f x f x b x b x x x x L
1,

i it t t t k
t

k

t

k

i

k

i

k

1
111

t i

!= = = =
====

!

////  (31)

где .b b
,

t it
i i t

k

1

=
!=

/
Из (18) следует, что функция fi является аффинной относительно ...x L Li i 1 # #! =t t

...L L L–i i k1 1# # # #+  при любом фиксированном , ≤ ≤ .x L i k1i i!  Из (31) вытекает аффинность 
функции f на L. Следовательно, игра R удовлетворяет условию S.

Теорема 4 позволяет уточнить антагонистическую игру C (UR, G), к которой сводится реше-
ние игры R в случае, если последняя задается соотношениями (17) и удовлетворяет условию S. 
Итак, пусть конечная игра R в смешанных стратегиях определяется соотношениями (17). Если 
R удовлетворяет условию S, то по теореме 4 функция UR, порождаемая игрой R согласно (16), 
имеет вид

v v v v v( , ) , ( , ..., ) , ( , ..., ) ,u u a u u u X X
1,

R i it t
T

t

k

i

k

k k
1

1 1

t i

! !U = = =
==
!

//

 ... , ( , ..., ): , ≥ 0 ,X X X X x x x x x s1k i i i in is is
s

n

i1 1
1

i i i
i

i

# # 6= = = =
=

* 4/  (32)

1 ≤ i ≤ k, причем –a ait ti
T=  для всех t от 1 до k, t ≠ i.

Введем квадратную матрицу A порядка n nii

k

1
=

=/  вида

 
–

...

–

...

–

...

...

...

...

...
,A

a

a

a

a

a

a

a

a

a

T

T T
k k

k

k

kk

11

12

1

12

22

2

1

2
=

J

L

K
K
K
K
K
KK

N

P

O
O
O
O
O
OO

 (33)

где матрица aij, j > i, содержит ni строк и nj столбцов, aii – нулевая матрица порядка ni, 1 ≤ i ≤ k. 
Очевидно, A – кососимметричная матрица, и согласно (32) имеем v v( , ) .u uAR

TU =
Из теорем 3, 4 вытекает следующий результат.
Теорема 5. Пусть R – конечная бескоалиционная игра в смешанных стратегиях, зада-

ваемая соотношениями (17) и удовлетворяющая условию S, X* – множество точек Нэша игры 
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R, Xi – множества смешанных стратегий игрока i игры R, 1 ≤ i ≤ k. Седловое множество анта-
гонистической игры C (UR, G) при v v( , ) , ... ,u uA G X XR

T
k1 # #U = =  где A – кососимметричная 

матрица (33), совпадает с X* × X*.

СПИСОК  ЛИТЕРАТУРЫ

Гольштейн Е.Г. (2009): Об одной задаче равновесия, cвязанной с бескоалиционными играми // Экономика 
и мат. методы. Т. 45. № 4.

Поступила в редакцию
17.02.2012 г.
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A class of antagonistic games with the properties of skew-symmetric matrix game is selected. Un-
der certain conditions, noncooperative game of many individuals is equivalent to a game from this 
class. If a game of many individuals is fi nite, then the payoff function of the equivalent antagonistic 
game is bilinear and skew-symmetric.

Keywords: an antagonistic game, a skew-symmetric matrix, a noncooperative game of many in-
dividuals.



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails true
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile (None)
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages false
  /ColorImageDownsampleType /Average
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth 8
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages false
  /GrayImageDownsampleType /Average
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth 8
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages false
  /MonoImageDownsampleType /Average
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (None)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

    /BGR <>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000500044004600206587686353ef901a8fc7684c976262535370673a548c002000700072006f006f00660065007200208fdb884c9ad88d2891cf62535370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef653ef5728684c9762537088686a5f548c002000700072006f006f00660065007200204e0a73725f979ad854c18cea7684521753706548679c300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>
    /GRE <>

    /HRV <>
    /HUN <>
    /ITA <>
    /JPN <>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020b370c2a4d06cd0d10020d504b9b0d1300020bc0f0020ad50c815ae30c5d0c11c0020ace0d488c9c8b85c0020c778c1c4d560002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken voor kwaliteitsafdrukken op desktopprinters en proofers. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /RUS <>
    /SKY <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /UKR <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents for quality printing on desktop printers and proofers.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure true
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles true
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [1800 1800]
  /PageSize [612.000 850.394]
>> setpagedevice


